Matematicka analyza podporovana wxMaxima

Rudolf Blasko

1 Uvod do wxMaxima

wxMaxima je dialogové rozhrani pro systém pocitacové algebry Maxima. wxMaxima
nabizi menu a dialogova okna pro bézné piikazy, automatické dokoncovani, vloze-
né grafy a jednoduché animace. wxMaxima je distribuovan pod licenci GPL. Maxima
patii mezi Open Source programy s otevienym zdrojovym kdédem. Program je mozné
kompilovat v riznych OS, vcetné Windows, GNU/Linuxu a MacOS X. Predkompilo-
vanymi program pro GNU/Linux a Windows lze bezplatné ziskat na strance Source-
Forge https://sourceforge.net/projects/maxima/files/. Po spusténi prostiedi
wxMaxima se na obrazovce objevi okno s menu v horni ¢asti. Pod menu se nachazi
prostor, kde mizeme zadavat piikazy a kde se objevuji vystupy.

(%i1) First input line.
(%01)  First output line.
(%i2) Second input line.

(%02)  Second output line.

Prikazy zadavame na samostatné fadky (vstupni fadky), jejich provedeni se zajisti sou-
Casnym stiskem klaves Shift a Enter nebo kliknutim v menu na ikonu (Send the
current cell to maxima). Vstupni fadky jsou uvedeny oznamenim (%il) a vystupni fadky
jsou uvedeny ozndmenim (%o1). Cisla pro vstupni a k nému odpovidajici vystupni fadek
jsou identické a na zakladé tohoto ¢isla se miZeme na obsah téchto fadku odvolavat.

(%i1) solve(0=x+2,x);
(%01) [z = —2]

(%i2)  hil;

(%02) solve(0 =z + 2, x)
(%i3)  %holj;

(%03) [z = —2]

50 DOIL https://doi.org/10.11118/978-80-7509-898-6-0050



Piikazy se provedou na nové samostatmé fadky (vystupni fadky). Piikazy na vstupnich
fadcich mzeme ukonéit symbolem ; (ktery systém automaticky doplni) nebo symbo-
lem $, ktery potla¢i zobrazeni pfislusného vystupu. Na vstupni fadek muzeme zadat
i vice prikazt, ale musime je oddélit symboly ; nebo $. Pfikaz muzeme také strukturovat
na vice vstupnich radku.

(%i1) a:2;b:3;so0lve(a*x+b*x"2=0,x)

(a) 2
(®) 3
(%01) [z=—%,2=0]
(%i2) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x"2=0,x);
(%02) [z =—2,2=0]
(%13) a:2$
b:3$

solve (a*x+b*x~2=0,x);

(%03) [z =—2,2=0]

Vystup mizeme uloZit v raznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech (BETEX,
editor rovnic MSWord, ...). Vystup (%03) z pfedchoziho okna mtzeme:

« kopirovat (CRL C a CRL V), resp. kopirovat jako text (lze pouzit napf. pro editor
rovnic MSWord): x=-2/3, x=0,

« kopirovat jako ELEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{,}x=0\],
« kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG...

Prostfedi wxMaxima ma dobie propracovany help pro uzivatele, ktery najdeme v menu

Help. Help otevieme také stisknutim klavesy F1. Manual najdeme také na webové
strance https://maxima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.

1.1 Zakladni piikazy

Pfikazem apropos muzZeme zjistit pfesny nazev piikazu pomoci ¢asti jeho nazvu.

(%i1) apropos("plot")
(%o1)  [barsplot,boxplot,contour_plot,get_plot_option,gnuplot,...

Prikaz describe vypiSe popis zadaného piikazu.
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%il describe(plot2d);
P
- -Function: plot2d
plot2d (<expr><, <range_x><, <options><)

plot2d (<expr_<>=<expr_<>, <range_x><, <range_y><, <options><)

(%o01)  true

Vyrazy se zadavaji pomoci obvyklych znakt operaci, relaci a funkci. Argumenty funkei
a prikazl jsou v kulatych zavorkach, symbol nasobeni * se musi zadat! Umocnéni se
zadava znakem ~ nebo dvojici **.

Symbol : slouzi k pfifazeni hodnoty napravo vyrazu na nalevo.

(%i1) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x~2=0,x);
(%01) [z=—2%,2=0]

V menu View a podmenu Display Equations miZeme zménit zobrazeni vystup-
nich fadka na tvary in 2D, as 1D ASCII nebo as ASCII Art. Implicitné je nastave-
no in 2D. Nastaveni vystupu muizeme zménit i pfikazem set_display. Nastaveni na
tvar in 2D ma argument none.

(%i1)  x/sqrt(x"2+1);set_display('none)$

(%o1) Z /* in 2D */

V241

Pomoci argumentu ascii v pfikazu set_display zménime vystup na tvar as 1D ASCII
a pomoci argumentu xml na tvar as ASCII Art.

(%i1) =x/sqrt(x~2+1);set_display('ascii)$
(%01)  x/sqrt(xz? + 1) /* as 1D ASCII x/
(%i2) x/sqrt(x"2+1);set_display('xml)$

(%02) ======m———-- /* as ASCII Art x/

sqrt (x +1)
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Piikazem kill mtZzeme odstranit proménné se vSemi jejich parametry a vlastnostmi

z paméti.
(%i1) kill(a,b) /* removes all bindings from the arguments a,b */
(%i2)  kill(all) /* removes all items on all infolists */

1.2 Prace s ¢isly a zakladni konstanty

Maxima muze pracovat s realnymi ¢isly zapsanymi v numerickém nebo symbolickém
tvaru. Zpusob zapisu realnych ¢isel mizeme nastavit v menu Numeric pomoci pfepinace
Numeric Output mezi numerickym a symbolickym zobrazovanim. Také zde muZeme
zvolit zplisob a presnosnost numerického zobrazovani. O zpusobu zobrazovani rozho-
duje nastaveni proménné numer.

Standardné se zobrazuje 16 Cislic (véetné desetinné tecky). Presnost zobrazeni definuje
proménna fpproc a ovliviiuje zobrazeni pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje vidy
stejné. Pfesnost miZeme prakticky neomezené zvysit nebo snizit. MiZeme ji zménit
globalné a také lokalné pouze pro jednu pfeménu nebo piikaz.

(%i1)  log(2);

(%o1) log(2)

(%i2) log(2),numer;

(%02) 0.6931471805599453

(%i3) float(log(2));

(%03) 0.6931471805599453

(%i4) bfloat(log(2));

(%04) 6.931471805599453b—1

(%15) log(2),bfloat;

(%05)  6.931471805599453b— 1

(%i6) bfloat(log(2)),fpprec=34;

(%06) 6.931471805599453094172321214581766b—1
(%i6) bfloat(log(2)),fpprec=134;

(%06) 6.9314718055994530941723212145(78digits]102057068573368552023575813b— 1

Ciselné konstanty e, 7, i (imaginarni jednotka) maji prefix %, tj. %e, %pi.%i. To plati
i pro konstanty, které jsou soucasti nebo vysledkem vypocti. Také maji prefix %.

Maxima ma pieddefinované konstanty inf, minf pro redlné nekoneéna oo, —oo
a infinity pro komplexni nekone¢no.
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Logické konstanty true a false pfedstavuji pravdu a nepravdu.

(%i1)
(%01)
(%i2)
(%02)
(%i3)
(%03)

%pi; %hi; he;
T %i %e
minf; inf;
—00 00
infinity;

infinity

Komplexnim ¢islim se v tomto kurzu nevénujeme, proto pouze zminime jak se zobra-

zuji. Komplexni ¢isla se implicitné zadavaji algebraickém tvaru (rectform). Do gonio-

metrického (exponencialniho) tvaru je miizeme pfevést pomoci piikazu polarform.

(%i1)
(z)

(%i2)
(%02)

z:1+%1i;
i+1
polarform(z)+rectform(z);

V3 F tit1

1.3 Prirazeni a funkce

Operator : pouzivime na pfifazeni hodnot nebo vyraz proménnym. Funkce definujeme

pomoci piifazeni :=.

(%i1)
(%o1)
(%i6)
(%02)
(%03)
(%04)
(%05)
(%06)

£(x):=x"2+2*%x+3;

f(z) =22 4+2%xx+3
f(x);£(y) ;£ (x+1);£(-2);£(1);
z2 4+ 2% +3

Y2 +2%y+3
(z+1)%24+2x(x+1)+3

3

6

Maxima obsahuje mnohem vice funkci neZ standardni programovaci jazyky. Jsou to

nejen samotné realné funkce, ale také rtizné funkce pro jejich podporu. Mezi zakladni

funkece patfi sign(x), abs(x), floor(x) (dolni cela ¢ast ¢isla x), round (x) (zaokrouhli

x na nejblizsi celé ¢islo), truncate(x) (odstrani vSechny ¢islice za desetinnou teckou),

ceiling(x) (horni cela ¢ast ¢isla x).
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(%i2) f(x):=sign(x)$ print(f(—3.2),£(0),f(3.2))$
neg zero pos

(7i4)  f(x):=abs(x)$ print(£(—3.2),£(0),f(3.2))$
3.2 0 3.2

(%i6)  f(x):=floor (x)$ print (f(—3.6),f(—3.2),f(—1),£(0),f(1),£(3.2),£(3.6))$
—4 -4 -10133

(%i8) f(x):=round(x)$ print (£(—3.6),f(—3.2),f(—1),£(0),f(1),£(3.2),£(3.6))$
—4 -3 -10134

(%i10) f(x):=truncate (x)$ print(f(—3.6),f(—3.2),f(—1),£(0),f(1),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-10133

(%i12) f(x):=ceiling (x)$ print(f(—3.6),f(—3.2),f(—1),£(0),f(1),f(3.2),f(3.6))$
—3 -3 -10144

Pro formatovani vypisu jsme pouzili ptikaz print.

(%i3) a:28$ b:log(2),numer$ print(”Logarithm of a~number”,a,” is ”,log(a),”=",b)$
Logarithm of a number 2 is log (2) = 0.6931471805599453

Maxima obsahuje mnoho elementarnich funkci. Jsou to napiiklad exp(x)=le”x,
log(x), goniometrické funkce a k nim inverzni funkce sin(x), cos(x), tan(x),
cot(x), asin(x), acos(x), atan(x), acot (x), hyperbolické a k nim inverzni funkce
sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x) atd.

Maxima obsahuje také mnoho funkci pro jejich podporu. Nékteré z nich nejsou im-
plementovany pfimo v prostfedi wxMaxima, ale v externich knihovnach nazyvanych
balicky (packages). Tyto balicky se do systému naéitaji pomoci pfikazu load. Na ukazku
uvedeme bali¢ek spangle pro podporu prace s goniometrickymi funkcemi.

(%i2) print(tan(%pi/8),ratsimp(tan(%pi/8)),trigsimp(tan(%pi/8)))$

in (%
tan (%) tan (%) : (§r)
8

ws (L)
(%i3) load(spangl);

(%03)  ../share/trigonometry/spangl. mac
(%i4) tan(%pi/8);

(%04) V2 —1

1.4 Prace s vyrazy

Operace a vypoCty programu Maxima probihaji v néjakém prostiedi, ve kterém sys-
tém predpoklada platnost uréitych podminek. Tyto podminky miiZeme ménit. Mnoho-
krat potfebujeme zménit podminky pouze lokalné pro néjaky konkrétni vypocet aniz
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abychom ménili globalni nastaveni. K tomuto ucelu posytuje Maxima velmi u¢inny
piikaz ev, ktery umoznuje definovat specifické prostfedi v ramci jednoho piikazu.

Po zadani piikazu ev(a,bl,b2,...,bn) se vyhodnoti vyraz a pii splnéni podminek b1,
b2, ..., bn. Tyto podminky mohou byt rovnice, pfifazeni, funkce, pfepinace (logické na-
staveni). Na ukdzku uvadime piiklad feseni kvadratické rovnice pomoci pfikazu solve.
Proménné a, b, ¢ po provedeni ptikazu ev nemaji pfifazené hodnoty.

(%i1) ev(solve(a*x 2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
(%01) [z =2,2z=-1]

(%i2) solve(a*x~2+b*x+c=0,x);

/62 —dac 2 _4gc—
(%02) [z:_ b 23ac+b’ 2z — Vb2—dac b:|

2a

Na zjednoduSeni a uUpravy riznych vyrazil nabizi Maxima nékolik ptikazt. Zakladni
funkce najdeme v menu Simplify. S piikazy ratsimp a trigsimp jsme se jiz setkali
a pfi upravé hodnoty tan(%pi/8) neméli zadouci efekt.

Maxima nabizi pomoci piikazu example pfiklady k jednotlivym pfikaziim. Podivejme
se na nékteré ukazky, které nabizi example (ratsimp).

(%i2)  £(x):=b*(a/b-x)+b*x+a$ print (f(x),"?",ratsimp(£f(x)))$
br +b(¢ —x)+a ? 2a

(%i3) ratsimp(a+i/a);

(n03) <2HL

(%i4) ev(x~(a+l/a),ratsimp);

(%04) zots

(%i5) ev(x~(a+1l/a),ratsimpexpons);

a?+1
(%05) z a

Funkce expand roznésobi pfislusné ¢leny ve vyrazu. Funkce factor dany vyraz naopak
rozlozi. Funkce gfactor tak ¢ini nad polem komplexnich ¢isel.

(%11)  £(x):=(x+1)*(x72-4)*(x"2+4)$

(%i3) ratsimp(f(x));expand(f(x));

(%02) z° 4+ z* — 162 — 16

(%03) x° +z* — 16z — 16

(%i6) factor (£ (x));gfactor (f(x));factor (100);
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(704) (z —2)(z + 1)(z + 2)(z” +4)
(%05) (= 2)(z + 1)(z + 2)(w — 2%i)(z + 2%1)
(%06) 2252

Racionalni lomenou funkeci rozloZime na parcialni zlomky pomoci pfikazu partfrac.

(%i1) partfrac((x+1)/(x"2-2%x+1),x);

(%01) L5 + ﬁ

Substituovat vyrazy miizeme pomoci pfikazi subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c). Vy-
raz a bude nahrazen za vyraz b a nasledné dosazen do vyrazu c. P¥i pouziti prikazu
subst musi byt b nejjednodussi ¢asti (atomem) nebo kompletnim podvyrazom vyrazu c.
V piikladu neni podvyraz x+y kompletni (chybi z). Pfikaz ratsubst vysledny vyraz
i upravi.

(%i2) subst(x+y,a,a”2+b"2);ratsubst(x+y,a,a”2+b"2);
(701) (y+2)° +b°

(%02) y2 + 2zy + z2 + b?

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z);ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z4+y+=w

(%04) z+a

1.5 Limity a derivovani

V menu Calulus najdeme funkce na feSeni zakladnich tloh matematické analyzy (li-
mity, derivovani, integrovani, soucty fad, rozklad funkce do Taylorova polynomu...).

Limity po¢itame pomoci pfikazu limit. Posledni parametr urcuje smér jednostrannych
limit, ma hodnoty plus, resp. minus a je nepovinny. Pokud neni urcen, Maxima pocita
limitu jako komplexni. Piikazy limit (£(x),x,a), limit(£f(x),x,a,plus) vypocita-

me limity lim f(z), lim f(z).
T—a r—at

(%i4) 1limit(1/x,x,0);1limit(1/x,x,0,plus);limit(1/x,x,0,minus);limit(1/x,t,0);

(%01) infinity

(%02) oo
(%03) —o0
(%04) L
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Pokud pouzijeme pfed piikazem apostrof ', pfikaz se neprovede, pouze zobrazi.

(%i2)  1imit (((1-n)/(1+3*n)) "~ (1+4*n),n,inf); '1imit (((1-n)/(1+3*n)) " (1+4*n),n,inf);

(%01) O

n—oo \3n

(%02) _ lim (1::‘1)4"“

Derivace pocitame pomoci pfikazu diff. Parametr, ktery urcuje rad derivace je nepo-
vinny.

(7%i4)  f(x):=2+«x"4—3+x+sin(x);

print (7 7L diff (f(x),x),”=", diff (f(x),x,1))$
S diff (diff (f(x),x),x),”=",diff (f(x),x,2),”=",diff (f(x),x,1,x,1))$
print ("f(10)=", diff (f(x),x,10),”=",diff (f(x),x,1,x,9))$

(701) f(x) := 22% — 3z + sin(z)
f! = cos(z) + 823 — 3 = cos(z) + 823 — 3
! = 2422 — sin(z) = 2422 — sin(x) = 24z2 — sin(x)
f.(10) = — sin(z) = — sin(x)

Parcialni derivace po¢itime pomoci stejného pfikazu.

(%13)  g(x,y):=x"3sy"2—1;

print ("g’_x=",diff (g(x,y).x).,”, resp. g’ _y=",diff(g(x.y).y.1))$

print ("g’’ _(xx)=",diff (g(x,y).x,2).,”, resp. g’ _(yx)=",diff (g(x,y).y.1.x,1))$
(%01) g(x,y)i=x"3+y"2—1

glim = 31‘,2(1/2, resp. g/iy = 2m3y

9" (zz) = Gzy2, resp. g’ _(yx) = 612y

Taylorav polynom n-tého stupné vypoéitime pomoci pfikazu taylor. Tento pfikaz na-
jdeme v menu Calculus a podmenuGet Series. ... Taylorova fada funkce f stupné n
v stfedu c vypocitame piikazem taylor (f(x),x,c,n). Jeho koeficienty dostaneme
pouzitim ptikazu coeff. Pouziti tohoto pifikazu je zavislé na pfikazu taylor.

(%i1) tl:taylor(sin(x),x,0,5); t2:taylor(sin(x),x,-1,5);

1) w— LI

i p 2 N P 3 S P 4 . ; 5
(t2)  —sin(1) + cos(1)(z + 1) + sxn(l)(;ﬂ) _ coa(l)(6$+1) _ sm(1>(22+1) + Los(l)l(;0+1) G
(%i3) print(coeff(sin(x),x,5)," and ",coeff(t1,x,5)," and ",coeff(t2,x,5))$

1 cos(1)
0 and 155 and =55~

Taylorav polynom polynomu je opét polynom, pouze je vyjadfen v jiném tvaru. Prak-
ticky se zméni pouze soufadnicovy systém, ve kterém polynom vyjadfujeme. Zacatek
systému se posune z bodu 0 do bodu —1. V nasledujicim ptikladu je Taylortv polynom
daného polynomu vypocitany i jinym zpusobem. Pfikaz taylor dava na konec tii tecky,
i kdyzZ je rozvoj uzavien.
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(%i1)
(%01)
(%i2)
(tp1)
(%i4)
(%03)
(%04)
(%i6)
(tpx)
(tp2)
(%i7)
(%07)

f(x):=2%x"5-x"4-3%x"3-x+1;
flx) :=22% —a* + (=3)2® —z 4+ 1
tpl:taylor (f(x),x,-1,5);

24+4(zx+1) —17(z + 1) +21(z +1)° = 11z + D)* + 2(x +1)° + - - -

ratsimp(tpl);expand(tpl);

205 —2* —32% —x +1

2x5—r4—3z3—z+1

tpx:ratsubst (t,x+1,f(x));subst(x+1,t,tpx);

265 — 11¢* + 2183 — 17¢% + 4t + 2

2z +1)° —11(z + D* + 21(z + 1)° = 17(z + 1)® + 4(z + 1) + 2
tpl-tp2;

@000

1.6 Grafy funkci

Graf funkce mtzeme vykreslit nékolika zptsoby. Nejjednodussi je zvolit v menu Plot
podmenu Plot 2d....Pokud zvolime Format=gnuplot, funkeci vykresli piikaz plot2d
pomoci Open Source programu gnuplot do nového okna. gnuplot se automaticky

instaluje spolu s programem Maxima.

(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)], [x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2], [plot_format, gnuplot])$

Pokud zvolime Format=wxmaxima, Maxima vykresli graf pomoci piikazu plot2d do

nového okna. Obrazek muzeme ulozit pouze do postscriptu.
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(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, xmaximal)$

Pokud zvolime Format=inline, Maxima vykresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do
svého prostiedi.

(%i1) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.21)$

T T T T
sin(x) ——

\ cos(x) —=|
N /
05 \ 1

(%o1) »

Prikazy plot2d a wxplot2d maji stejnou syntaxi a maji mnohem vice parametril. Pa-
rametry muzZeme zjistit naptiklad pfikazem describe (plot2d).

Na tisk grafu funkei je vyhodnéjsi pouzit pfikaz wxdraw2d nebo draw2d, ktery je vhod-
né sméfovat na vystup programu gnuplot. Tyto piikazy maji trochu jinou syntaxi jako
piikazy wxplot2d, resp. plot2d. Parametry tisku jsou v nich jednodussi a prehled-
néjsi. Vykreslovana funkce musi byt umisténa v pfikazu explicit, parametric nebo
implicit.

60




(%i1) wxdraw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2x%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)),x,0,2x%pi),

color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2%%pi))$

(%01)

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2x%pil],yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)) ,x,0,2*%pi),

color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2%%pi))$

Parametrickou kfivku nebo funkeci vykreslime podobnym zpuisobem.
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(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)) ,x,-%pi,%pi),

color=red,nticks=300,parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))$

2 Posloupnosti a rady

Posloupnosti mizeme v programu Maxima vytvofit napiiklad pomoci pfikazu makelist
nebo ptikazy cyklu for - do.

Posloupnost (redlnych ¢isel) je kazda posloupnost {a, } -, jejiz cleny jsou redlna ¢isla
an € R (tj. zobrazeni N — R).

« Explicitni zadani (obecné vyjadfeni) ¢lena a,, jako funkce proménné n.

+ Rekurentni zadani prvniho ¢lena a zadani a, pomoci piedchozich ¢lent.

{an}, ={2n -1}, ={1,3,5,...}.
 Explicitni zadani a, =2n — 1, n € N.

o Rekurentni zadani a1 =1, Ap41 =an +2,n € N.

(%i3) a(n):=2#n-1$ S:makelist(a(n),n,1,7);

) [1,3,5,7,9,11,13]

(%i4) an:1$ (for n:1 thru 7 do (print(an),an:an+2))$
1
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= © g o W

Prikaz makelist vytvoii seznam, ktery miZeme zobrazit i jako celek i po ¢lenech.

(%i2) S1l:makelist(2*n"2-1,n,1,10);S2:makelist(2*n"2-1,n,2,10,2);
(s1) [1,7,17,31,49,71,97,127,161, 199]

(s2) [7,31,71,127,199]

(%i4) S1[1]1;S1[10];

(%03) 1

(%04) 199

Usporadané dvojice se davaji do hranatych zavorek a miZeme je zobrazovat jako body
v roviné. V nasledujicim pfikladu je vygenerovana posloupnost i se svymi vzory a na-
sledné vykreslena piikazem draw2d.

(%i1) Si:makelist([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

(s1) [[1,1/2], [2, 1], [3,5/4], [4,7/5], [5,3/2], [6,11/7], [7,13/8], [8,5/3],[9,17/10], [10, 19/11]]

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,11],yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),

point_type=7,color=red,points(S1))$

e
e

Pomoci pfikazii for — do vypiSeme nékolik ¢lent posloupnosti {2n2 — 1}:;1.

(%i1) (for mn:1 thru 12 do (a_n: 2*n~2-1, print(a_n)) )$
1
7
17
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31
49
71
97
127
161
199
241
287

Péknym piikladem pouziti piikazli for — do je Fibonacciho posloupnost.

(%13) a0:0$ al:1$ (for i:1 thru 12 do (an:al+a0, print(an), al:a0, a0:an))$

o Ut W N =

144

. 2 . 3¢, —1 2 ) 1, —2
o lim ";Lg = lim = §n1 2+n_3 ) = lim e T*g =0
n—oo ™7 n—oo n°(1—2n7%) n— o0 —<n -
; — : —2n"2) —op~2 —0
lim 2=2 = lim ~* = lim 2=+ === =
° n— 00 n24n n—s00 n2(14+n—1) n—00 1+4n—1 140

(%1) a(n):=(n"2+n)/(n*3—2)$ Sa:makelist([n,a(n)],n,1,15)$
b(n):=(n"3—2)/(n"2+n)$ Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf),” limit b(n)=",limit(b(n),n,inf))$
draw2d (grid=true , xaxis=true , yaxis=true ,xrange=[0,16],yrange=[ —2.5,10],
color=green, explicit(a(n),n,1,16),point_type=7,color=red , points(Sa),
label ([*a(n)=(n"2+n)/(n*3 —2)",10,a(10)+1]),
color=green, explicit (b(n),n,1,16),point_type=7,color=blue , points(Sh),
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label (["b(n)=(n"3—2)/(n"2+n)",10,6]))$
(%01) limita(n) =0 limitb(n) = oo

Koneény i nekoneény soucet vypocitame pomoci pfikazu sum.

(%i1) sum(2*n~2-1,n,1,8);
(%01) 400

Pomoci tohoto ptikazu dokdze Maxima vypodcitat pfesny soucet nékterych nekoneénych
fad. Soucet fady muzeme zadat v menu Calculus a podmenu Vypo&itat Sum....

(%i2) sum(1/k"2,k,1,inf),simpsum; sum(1/k"2,k,1,inf);

(701) =2
(%02) 3 (&)
k=1

Ciseln4 fada z predchoziho piikladu miize byt graficky znizornéna nasledovné.

(%i1) a(n):=1/n"2$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,10)¢$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1,11],yrange=[-0.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec,

color=blue,explicit(a(n),n,0,11))$

Ciselné fady tzce souviseji s posloupnostmi a zobeciuji pojem séitani na nekoneény
pocet s¢itanct. Jednoduchym piikladem jsou zlomky a periodické ¢isla.
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{an};2, je posloupnost.

o0
= Y apn=a1+az+as+- -+ an+ -+ se nazyva (nekonecna ¢iselna) rada.
n=1

Pro nekonecné fady neplati néktera pravidla platna pro kone¢né polty s¢itancu.
Neplati napt. asociativni zakon:

oo 1-H+1-H+1-1)+--=04+0+0+---=0,
(v ={
n=1 1+(-1+1)+(-1+1)+--- =1404+0+---=1
(%i1) a(n):=(—1)"(n+1)$ rec:makelist(rectangle ([i—1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true , xaxis=true , yaxis=true ,xrange=[ —.5,10.5] ,yrange=[ —1.2,1.2],

border=true , color=black , fill_color=red,rec)$

an je Ciselna fada.

18

1

3
1

k
o S = Z a; = a1+ a2+ -+ ag, kK € N se nazyva k-ty ¢asteény soucet rady

i=1

oo
> an.

n=1

o0 o0
« Tk = Y, Qr = Qkt1 + Akt2 + art3 + -+ se nazyva k-ty zbytek fady > a,.
i=k+1 n=1

OO
« {se}trey = {sn},—, se nazyvéa posloupnost ¢aste¢nych soucta rady 21 n.
n=

oo :

Vztah mezi ) a, a posloupnosti {s,} " ;| j

n=1

e vzajemné jednoznacny.
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Pro {sn}o2, a > an plati:
n=1

e S1 = aj.
°a1=S1:S1—So,kd630=0.
e S2 = a1+ a2 = 81 + az.

e Q2 = S2 — S1.

« S3=a1+taz+as = sz + as.

e A3 = S3 — S2.

* Sp=a1+ a2+ +0n-1+an = Sp—1+ an.

e Qp = 8Spn — Sp_1, M € N.

o0 o0
Soucetfady > a, senazyva lim s, = s € R* (pokud existuje), oznaceni > a, = s.

Harmonicka rada

18

t=1l4+3+3+1+s+- =00

n=1

(%1) a(n):=1/n$ rec:makelist(rectangle ([i —1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true , xaxis=true , yaxis=true , xrange=[ —.5,10.5] , yrange=[ —.2,1.2],
color=green , explicit (a(n),n,.5,11),
border=true , color=black , fill_color=light_red ,rec)$

Geometricka fada

o0
STt =14q+ P+ = ﬁ pro viechny ¢ € (—1;1).
n=1

67



V nésledujicim pfikladu sta¢i ménit na zac¢atku hodnotu q.

(%i1) q:0.8$% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca: makelist(rectangle ([i —1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true , xaxis=true , yaxis=true ,xrange=[ —.5,10.5],yrange=[ —4,4],
border=true , color=black, fill_color=light_red ,reca,
label ([ concat(”q=",string(q)).3.3.5]), color=blue, explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue, points (peca))$

(%i4) sq(q):=sum(q°n,n,1,inf)$
sq(1/2) ,simpsum; sq(1/3),simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

(%i1) 1
(%2) %
(#3) —3%

(%i4)  sum: sum is divergent.

3 Funkce
Funkce y = f(z), x € D(f), {j. f: D(f) = H(f).

- Mnozina {[z;y] € R*;z € D(f), y = f(z)} se nazyva graf funkce f.
« Funkce realné proménné, jestlize definiéni obor D(f) C R.

« Realna funkce, pokud obor hodnot H(f) C R.
y = f(x), € A se nazyva:
« Injektivni (injekce, prostd), jestlize pro vSechny z1,z2 € A, x1 # x2 plati f(x1) #

f(z2),

tj. z rovnosti f(z1) = f(z2) plyne rovnost z1 = 2.
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« Surjektivni (surjekce, na mnozinu), pokud f(A) = B,
tj. ke kazdému y € B existuje = € A takové, ze y = f(z).

« Bijektivni (bijekce), pokud je injektivni a surjektivni.
y = f(z), z € D(f) se vyjadtuje:

« Explicitné, tj. analyticky vzorcem y = f(x), z € D(f).

« Parametricky rovnicemi z = ¢(¢), y = ¢(t), t € J, J C R, kde p,¢: J — R.
Parametr ¢ ma pomocny vyznam.

« Implicitné rovnici f(x,y) = 0, kde f: R> — R a podminkami pro [z;y].

Pokud chceme v programu Maxima zobrazit funkci zadanou implicitné, musime nacist
knihovnu implicit_plot.

(%i1) load(implicit_plot);
(%01) ../share/contrib/implicit_plot.lisp
(%i2) implicit_plot(x~2+y~2-1,[x,-1,1],[y,-1,11)$
implicit_plot is now obsolete. Using plot2d instead:
plot2d (y~2+x°2-1=0,[x,-1,1],[y,-1,1])
(%i2) plot2d(x~2+y~2-1=0,[x,-1,1]1,[y,-1,11)$ /* is correct x/

Funkei f:y = |z

, x € R mizeme zadat napt.:

- Explicitné: y=Va? resp. y = max{—z, z}.

« Parametricky: r=ty=|t|t€R, resp.x=1ty= V2, t € R.
« Implicitné: v —22=0,y>0, resp.y— |z|=0.
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(%i1) load(implicit_plot)$
(%i2) draw2d(xaxis=true,yaxis=true ,xrange=[ —2,2],yrange=[ —.2,2],

color=blue, explicit (abs(x),x, —2,2),label (["y=abs(x)”, —.75,1.3]),
color=red , explicit (sqrt(1—x"2),x, —1,1),label (["y=sqrt(1—x"2)",0,1.1]),
color=black , label ([” Explicit”, —1,1.75]))$

(%i3) draw2d(xaxis=true ,yaxis=true ,xrange=[ —2,2],yrange =[ —.2,2],
color=blue , parametric(t,abs(t),t,—2,2),label (["x=t, y=abs(t)”, —.7,1.3]),

color=red , nticks =100, parametric (cos(t),sin(t),t,0,%pi),
label (["x=cos(t), y=sin(t)”,0,1.1]),

color=black ,label ([* Parametric”, —1,1.75]))$

(%i4) draw2d(xaxis=true,yaxis=true ,xrange=[ —2,2],yrange=[ —.2,2],
color=blue ,implicit (y*2—x"2,x,—2,2,y,0,2),label (["y"2—x"2=0, y>=0", —.65,1.3]),
color=red, implicit (x*2+y*2—1,x, —1,1,y,0,1), label (["x*2+y*2=1, y>=0",0,1.1]),
color=black ,label ([* Implicit”, —1,1.75]))$

Expict Parametric Tmpicit /

~ans(t)

x-cos(t)y-sinc)

4 Prubéh funkce

Dulezitou soucasti vySetfovani prabéhu funkce je urceni intervald, na kterych je tato
funkce monoténni.

Vysetfit prabéh funkce f znamena urdit:

« Defini¢ni obor D(f), body a intervaly spojitosti a nespojitosti.

« Sudost, lichost, periodicitu, resp. jiné specialni vlastnosti.

« Jednostranné limity v bodech nespojitosti, v hrani¢nich bodech a v bodech £oc.
« Nulové body; intervaly, na kterych je f kladna a zaporna.

« f', stacionarni body, lokalni a globalni extrémy; intervaly, na kterych je f rostouci,
klesajici a konstantni.

« f”, inflexni body; intervaly, na kterych je f konvexni a konkavni.
« Asymptoty bez smérnice a asymptoty se smérnici.

« Obor hodnot H(f) a nastinit graf funkce.

Nejnazornéjsi piedstavu o prubéhu funkce nam vétsinou poskytne graf. Pfi jeho kon-
strukci vyuZivame vSechny zjisténé tidaje. Mnohokrat jsou ale nedostate¢né, proto je
musime doplnit vhodné zvolenymi funkénimi hodnotami.
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Prubéh funkce f(z) = 78(-%;2) = 8216

x T

(%i1)  £(x):=(8*x-16)/x"2;

(%01) f(x) i= 22510

+ D(f) = R = {0} = (=00;0) U (0; 00).

Pomoci piikazu denom (denominator) zjistime, kdy je jmenovatel nulovy.

(%13) fm:denom(f(x));solve(fm=0,x);
(fmen) 2

(%03) [z =0]

« f neni periodicka, f neni sud4, f neni licha.
- f je spojita na intervalech (—o0;0), (0;00), v bodé O je nespojita.

. T 8z—16 _ ; 8 _ 16y _ 8 _ 16 _n_(—=
A S = e B = G )= =000

(%i5) limit (£f(x),x,minf);limit(£(x),x,inf);

(%04) 0O

(%05) 0

. lim fm:limM:_—w:—oo, lim f(z)= lim 23@;2 — =16 — _
z—0— ( ) x—0— z? ot z—0T ( ) z—0+ @? ot

(%17) limit (£(x),x,0,minus);limit(£(x),x,0,plus);
(%06) —o0

(%07) —o0

» Bod z = 0 je neodstranitelny bod nespojitosti II. Druhu.
« z = 0 je asymptota bez smérnice.

cfla) =285 =028-16=0. <z =2
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Pomoci piikazu num (numerator) zjistime, kdy je ¢itatel nulovy.

(%19)

(%09)

fcit:num(£f(x));solve(fcit=0,x);

(fcit) 8z — 16

e = 2]

f(z) <0 pro x € (—o0;0),

« ¢ =2 je nulovy bod f. = ¢ f(z) <0 pro z € (0;2),

f(z) > 0 pro z € (2;00).

f(2) =0, f neni v bodé¢ z = 0 definovéna.

= Funkce f neméni znaménko na intervalech (—oo;0), (0;2), (2;00).

= Staci zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovéfit jeho hodnotu.

(%113) £(2);£(-1);£(1);£(3);
(%010) 0
(%011) —24
(%012) —8
(%013) &

2_ 16 2
. f’(l:) _ [81;216}’ _ 8z (8;4 16)2x __ 329;;81 _ 32;389:’ TE€R z#0.
(%i15) £1(x):=diff (£f(x),x,1)$ ratsimp(f1(x));
(015) — 8232
cfl@) =2 =0.232-8r=0or=4
(%i16) solve(£1(x)=0,x);
(%016) [z = 4]

« [’ je v bodé 0 nespojita.
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(%118) flmen:denom(ratsimp(£f1(x)));solve(fimen=0,x);
(fimen) z*

(%018) [z = 0]

f'(z) <0, f je klesajici pro = € (—o0;0),
« z =4 je nulovy bod f'. = ¢ f'(x) >0, f je rostouci pro = € (0;4),
f'(z) <0, f je Klesajici pro = € (4;00).
f/(4) =0, f' neni v bodé x = 0 definovéana.
= Funkce f’ neméni znaménko na intervalech (—oo;0), (0;4), (4;00).

= Stac¢i zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovéfit jeho hodnotu.

(%i22) subst(4,x,f1(x));subst(-1,x,f1(x));subst(1l,x,f1(x));subst(5,x,£f1(x));
0

—40

24

(%019
(%020
(%021
(%022

)
)
)
)

__8
125

« f ma v bodé x = 4 lokalni maximum i globalni maximum f(4) = 1.

(%i23) £(4);
(%023) 1

+ f nema lokalni a ani globalni minimum.

_ 3_(a9__ 2.2 3 2
. ) = [32;381]/ R (izb 82)3z2 _ 16z ;696:,; _ 169;296’ z€R, x#0.

(%i25) f£2(x):=diff (f(x),x,2)$ ratsimp(£2(x));

(025) 182796

o f(x) =127 = 0. & 162 - 96 = 0. & = = 6.
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(%i26) solve (£f2(x)=0,x);
(%026) [z = 6]

« " je v bodé 0 nespojita.

(%i28) f2men:denom(ratsimp(£2(x)));solve(f2men=0,x);
(£2men) z*

(%028) [z = 0]

" (z) <0, f je konkavni pro z € (—o0;0),
« z =6 je nulovy bod . = ¢ f”(z) <0, f je konkavni pro = € (0;6),

f"(z) > 0, f je konvexni pro = € (6;00).
f(6) =0, f” neni v bodé z = 0 definovéna.
= Funkce f” neméni znaménko na intervalech (—oo;0), (0; 6), (6;00).

= Stac¢i zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovéfit jeho hodnotu.

(%i32) subst(6,x,f2(x));subst(-1,x,f2(x));subst(1,x,f2(x));subst(7,x,£f2(x));
(%029) 0

(%030) —112

(%031) —80

(%032) 5¥5;

« Bod = 6 je inflexni bod funkce f.

(%i33) £(6);

(%033) &

ck= lim £@ = gy 82216 — gy (8 16y —g_g=0.
o= e V@ -kl= lp U@ —0e]= tp S =0
0.
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(%i35) km:1limit (f(x)/x,x,minf);kp:limit(£f(x)/x,x,inf);

(km) O

(kp) O

(%i37) gm:1limit (f(x)-km*x,x,minf);qp:limit (f(x)-kp*x,x,inf);
(km) O

(kp) O

« y = 0 je asymptota se smérnici.

< H(f) = (~o01).

(%i38) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-12,12],yrange=[-8,3],

e ,color=blue,explicit (f(x),x,0,4),

,x,-12,0) ,explicit (£(x),x,4,12),

.- ,£(6)-.4],["Local Max",4,f(4)+.4]),
N N | ),t,t,-8,3),parametric(t,0,t,-12,12),
7,points ([[4,£(4)],[6,£(6)],[2,£(2)]11))$

Obr. 1: Graf funkce f(x) = %
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