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Abstrakt: V prispévku je prezentovana pokrodilejsi ukazka pouziti systému pocitacové
algebry wxmaxima pfi podpofe vyuky matematické analyzu. Nejprve se stru¢né cha-
rakterizuje rozvoj funkce do Fourierovy fady, fady sint a fady kosinu. tento postup je
nasledné implementovan v podobé skriptu prostiedi wxmaxima. V zavéru se koncent-
rujeme na pokrocilejsi ukazku s nalezenim funkéniho pfedpisu zadaného vzorku a jeho
rozvinuti do periodického pokracovani.

Abstract: This paper presents a more advanced demonstration of the use of the com-
puter algebra system wxmaxima in supporting the teaching of mathematical analysis.
First, the development of a function into the Fourier series, the series of sines, and the
series of cosines is briefly characterized. Consequently, this procedure is implemented
as a script in the wxmaxima environment. Finally, we concentrate on a more advanced
demonstration of finding the functional prescription of a given sample and developing
it into a periodic continuation.

1 Uvod

Fourierovy fady se pouZivaji se zejména pii studiu jevi s periodickym charakterem.
Tato metoda byla pivodné vyvinuta pro hledani periodickych feSeni diferencialnich
rovnic. Dnes v$ak nachazeji daleko $ir$i uplatnéni. rozklad na vlny se pfirozené ob-
jevuje napiiklad pfi ukladani zvuku do audio souboru, pfi kompresi hudby, kde tvori
zaklad formatu mp3. rovnéz lze zminit kompresi a filtrovani obrazii a v neposledni radé
pocitacové zpracovani signald.

Proto nikoho nepfekvapi, ze problematika rozvoje funkci do Fourierovy fady se stala
organickou soucasti kurzu matematické analyzy pro technické obory, informatiku ne-
vyjimaje. Jak uvidime v dal$im textu, svoji povahou jsou vhodné pro feSeni s vyuzitim
pocitact. koeficienty rozvoje jsou dany jednoduchymi vzorci, jez lze snadno programo-
vat v systémech pocitacové algebry s podporou symbolickych vypocti.

V prvni ¢&asti pfispévku uvedeme struény uvod do problematiky Fourirerovych fad se
zaméfenim na Fourierovy fady vzhledem ke trigonometrickému systému funkci. Vzhle-
dem k tomu, Ze pro podporu vyuky matematické analyzy jsme vybrali systém pocitacové
algebry wxmaxima, ktery je distribuovan pod svobodnou licenci s otevienym kédem,
budeme si ilustrovat jednoduchy zplisob naprogramovani rozvoje v tomto systému. O
néco pokrocilejsi pfistup si pak v zavérecné Casti pfiblizime na uloze reprezentovat
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periodicky rozvoj pro zadany dany signal, aniz by byl znam jeho funkéni predpis. Jde
tedy o co nejblizsi priblizeni Glohy realné situaci v praxi.

Vsechny uvedené zdrojové koédy lze aplikovat bez hlubsi znalosti prostiedi systému
wxmaxima. Lze vSak doporucit blizZ§i sezndmeni s timto systémem napiiklad prostfed-
nictvim publikaci [3] a [4] nebo [5].

2 Fourierova rfada

Pojem Fourierovy fady lze ve vieobecnosti zavést v libovolném abstraktnim prostoru, ve
kterém je definovan skalarni soudin a je znama jeho ortogonalni resp. ortonormalni ba-
ze. My se od téchto abstraktnich konstrukeci odchylime a budeme se vénovat specifické-
mu, ale nejznaméjsimu piipadu rozvoje vzhledem k ortonormalnimu trigonometrickému
systému funkci. Tento je tvofen posloupnosti funkei ve tvaru

1 1 .
cos x, sinz, cos 2x, sin2x, ... ...

\/ﬂf f f v

cosnx, — sinn, . ..

1
VE T
M

Je-li dana funkce f(z), jez je integrovateln4 na intervalu (—m,7), pak jeji rozvoj do
Fourierovy fady vzhledem k ortonormalnimu systému 1 ma tvar

?0 Z Gn €OSNT + by, sinnx), (2)

kde an,bn jsou Fourierovy koeficienty, pro néz plati

an = +[7 f(z)cosnzdzr, neINU{0}
b = L[ f(z)sinnzdz, neNN

Na tomto misté poznamenejme, ze uvedené vztahy plati nejen na intervalu (—m, ), ale
na libovolném intervalu (c, ¢ + 27)délky 27. Samozfejmé, pouziti si v takovém ptipadé
vyzaduje pfislusnou zménu integracnich mezi dle hranic intervalu.

Fourierovu fadu definovanou rovnici 2 Ize snadno transformovat na periodické funkce
s libovolnou periodou p = 2h. Je-li totiz f(x) periodicka funkce s periodou p = 2h ,
ktera je integrovatelna na intervalu (—h, h), pak funkce g(t) = f (%ac) je periodicka
funkce s periodou 27 integrovatelna na intervalu (—, 7). Tuto funkci lze dle vztahu 2
rozvinout do Fourierovy fady na intervalu (—m, ). Zpétnou transformaci = = Tt
ziskame Fourierovu fadu funkce f(x) na intervalu (—h, h). Fourierova fada funkce f(z)
na intervalu (—h, h) ma tudiz tvar:
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kde Fourierovy koeficienty a, a b, jsou dany vztahy

an, = %ffhf(x )cos Braxdx, ne€ INU{0}
b, = %ffhf(ac sindeaz, nelN

I zde upozornéme na skutecnost, ze uvedeny rozvoj plati na libovolném intervalu (c, c+
2h) délky 2h. Rovnéz zde je nutno transformovat integraéni meze dle hranic uvedeného
intervalu.

Rozsifenim Fourierovych fad je rozvoj do fady sint resp. do fady kosinu. Pro tyto
Ucely je nutno definovat pojem sudého a lichého rozsifeni funkce. Necht f(x) je funkce
integrovatelna na (0, h) [resp. (0, h)]. Polozime-li pro « € (—h,0) f(z) = f(—=x) [resp.
f(z) = —f(—=x) a f(0) = 0], tak pravime, Ze jsme sestrojili sudé ( resp. liché) rozsifeni
funkce f(x) na interval (—h, h).

Mame-li definovano sudé a liché rozsifeni funkce, lze snadno charakterizovat rozvoj
do tady sin@ resp. kosint. Fourierova fada sudého (lichého) rozsifeni funkce f(x) se
nazyva fadou kosinll (fadou sintl) funkce f(x) na intervalu (0, h). V takovém ptipadé
lze vztahy pro Fourierovy koeficienty 3 zjednodusit do nasledujici podoby.

Necht f(z) je funkcie integrovatelna na intervalu (—h, h). Je-li je tato funkce sudé, pak
jeji Fourierova fada ma tvar

% + nz::l Gn, COS %5& (4)

kde a, = % I Oh f(x) cos ZZx dx. Je-li tato funkce lich4, pak jeji Fourierova fada ma tvar

> nmw
E by, sin —x, 5
2 sin N T (5)

kdebn:%fohf( ) sin 2% g d.

Podrobnéjsi vyklad problematiky Fourierovych fad véetné podminek jejich konvergence
lze nalézt naptiklad v [2], [6] nebo ve slovenském jazyce v [1].
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3 Ukazka reSeni ve wxmaxima

Je-li dan predpis funkce, jiz chceme rozvinout, je pomérné jednoduché v prostiedi sys-
tému wxmaxima naprogramovat rozvoj do Fourierovy fady. Programovy ,opis“ vztahi 2
resp. 3 zvladne prakticky kazdy, kdo je alesponi zbézné obeznamen se syntaxi tohoto pro-
stiedi. Zde si postup ilustrujeme na p¥ipadu rozvoje funkce f(z)? na intervalu (—2,2).
Tvorbu pfislusného skriptu pojmeme ponékud $ifeji, aby ho bylo mozno opakované
pouzit i pro jiné funkce na libovolném intervalu. Pfi programovani se budeme pro lepsi

orientaci pfidrzovat oznaceni ze vztaht 2 resp. 3.
(declare(n,integer) ,assume(n>0) ,facts());

Déle je nutno definovat délku ptlperiody h, zacatek intervalu, ba némz uréujeme rozvoj
a ulozime ho v proménné start a samotnou funkei £ (x), kterou hodlame do Fourierovy
fady rozvijet.

h:2$
start:-2$
f(x):=x"2$

Jsou-li nyni ureny vsechny hodnoty nezbytné pro vypocet, lze definovat funkce k
uréeni koeficientt Fourierova rozvoje dle vztahu 3. Vzhledem k tomu, Ze pole jsou v
systému wxmaxima indexovana od pocate¢ni hodnoty 1, musime koeficient a¢ definovat
samostatné, jak vidime z nasledujiciho kodu:

a0:integrate(f(x),x,start,start+2*h) /h;
define(a(n),integrate (f(x)*cos (n*x*%pi/h) ,x,start,start+2+h)/h);
define(b(n),integrate(f (x)*sin(n*x*)pi/h) ,x,start,start+2*h)/h);

S vyuzitim zavedenych funkci pro Fourierovy koeficienty lze definovat rozvoj do Foi-
rierovy fady nasledujicim kédem:

frada(nmax) :=a0/2+sum(a(m) *cos (m*%pi*x/h) +b(m) *sin (m*}pi*x/h) ,m,1,nmax) ;

Jedinou proménnou této funkce je nmax, ktera udava délku rozvoje. Jejim zadanim
s pfislusnou hodnotou obdrzime analytické vyjadieni pozadovaného rozvoje. Vysledek
si 1ze pomoci funkce plot2d() resp. wxplot2d () prezentovat graficky. Pfislusny kod
ma tuto podobu:

g(x) :=if x>start and x<start+2*h then f(x);

wxplot2d ([g(x) ,frada(20)], [x,-10,10], [y,-0.5,5],
[legend,"Original function","Fourier series"], [style, [lines,3,1],
[lines,1,5]]),wxpolt_size=[600,400] ;
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plot2d([g(x),frada(20)], [x,-10,10], [y,-1,5], [style, [lines,3,1],
[lines,1,5]1], [legend, "Original function","Fourier series"]);

Poznamenejme, ze definice funkce g(x) slouzi k zobrazeni puvodniho vzorku a je
nepovinna, pokud nechceme porovnavat rozvoj a puvodni funkci (je pak ale rovnéz
nutno odstranit funkei g(x) se seznamu funkci zobrazovanych pomoci plot2d () resp.
wxplot2d()). Vysledny graf vidime na obrazku 1.

T
Original function
Fourier series

2

Obr. 1: Zobrazeni Fourierovy fady funkce f(x) = x* na intervalu (—2,2).

4 Ukazka pokrocilejsi prace

V realité se nevyskytuji informacni zdroje, jez by poskytovaly informaci o explicitnim
funkénim predpisu analyzovaného vzoru. naopak, musime sami usilovat o jejich nale-
zeni. Tuto situaci béhem laboratornich cviceni simulujeme zadanim grafického vzorku,
ktery maji studenti za tlohu nejdfive vyjadrit jako funkci resp. jako kfivku poskladanou
z fragmentt nékolika funkci, a nasledné ji rozvinout do Fourierovy fady, fady sind a
fady kosinu.

Zkusenosti z vyucovani nam ukazaly, Ze nejvétsi potize Cini pravé nalezeni tohoto
funkéniho pfedpisu, byt pro jednoduchost predpokladame, ze vzorek je tvofen jen li-
nearnimi segmenty, tedy tsekti poskladanych z piimek. Pfipomenme tedy, jak nalézt
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predpis pro danou usecku resp. rovnici pfimky, z niz je Gsecka vytata. Situace je zna-
zornéna na obrazku 2.

Pfi feSeni tohoto problému vychazime z nutnosti nalézt hodnotu koeficientd a a b
z rovnice pfimky y = ax + b. Soufadnice krajnich bodd usecky musi vyhovovat této
rovnici a jejich dosazenim tak ziskdme soustavu dvou rovnic pro neznamé koeficienty
a a b. Tato soustava ma (pfi dodrzeni oznaceni dle obrazku 2) tvar:

y1=ax1+b
Y2 =azr2 +b

Jejim feSenim obdrzime vztahy pro koeficienty a a b, jichz lze pouzit pro libovolny
segment zadaného vzorku. Toto vyjadfeni ma tvar:

o 2T u
T2 — X1
b=y — 2T,
o — I1

Ukazka mozného zadani pro hledani Fourierovy fady je na obrazku 3. V tomto konkrét-
nim piipadé sestava z péti linearnich segment, jejichz koncové body zadame do systé-
mu jako seznam o délce 6 prvka. Protoze chceme tlohu fesit co nejobecnéji, zjistujeme
délku seznamu v ramci kodu a pak cyklicky urcujeme rovnice jednotlivych fragmenta.
Vysledna vyjadieni ukladame jako seznam v proménné useky. Zodpovidajici kod ma
pak nasledujici tvar:

kill(all);

seznam: [[0,0],[1/5,1],[2/5,11,(3/5,-1/2],[4/5,-1/2],[1,0]1%
delka:length(seznam)$

h: (seznam[delka] [1]-seznam[1] [1])/2$

for j:1 while j<delka do

(

aljl:=(seznam[j+1] [2]-seznam[j] [2])/(seznam[j+1] [1]-seznam[j] [1]),
b[j]:=(seznam[j] [2] *seznam[j+1] [1]-seznam[j+1] [2] *seznam[j] [1])/
(seznam[j+1] [1]-seznam[j] [1]))$
useky:makelist(a[i]l*x+b[i],i,1,delka-1);

Nyni jiz lze pfistoupit k samotnému uréeni Fourierovych koeficienttl dle vztaht 3 resp.
dle 5 prozadu sinit a 4 pro fadu kosind. Dulezité je uvédomit si techniku vypoctu
piislusnych integrali a integracni cestu rozdélit na jednotlivé intervaly, tak jak jsou
uréeny délicimi body zadané kiivky. Opét je nutno nejprve samostatné spocist koeficient
ao a pak definovat koeficienty ¢islované od indexu 1. Pfislusny zdrojovy kod pak nabude
tvaru:
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Obr. 2: Linearni segment — tisecka spojujici body

[z1,1] a [z2, y2]- Obr. 3: Zadani vzorku z linearnich segmentii pro

rozvoj do Fourierovy rady.

a0: (1/h)*sum(integrate(useky[j],x,seznam[j] [1],seznam[j+1][1]),
j,1,delka-1);

define(a(n), (1/h)*sum(integrate (useky[j]*cos (n*x*¥%pi/h) ,x,

seznam[j] [1] ,seznam[j+1]1[1]),j,1,delka-1));

define(b(n), (1/h) *sum(integrate (useky[j]*sin(n*x*%pi/h),x,

seznam[j] [1] ,seznam[j+1][1]),j,1,delka-1));

frada(nmax) :=a0/2+sum(a(m) *cos (m*%pi*x/h) +b(m) *sin (m*%pi*x/h) ,m,1,nmax) ;

Vyslednou Fourierovu fadu pak zobrazime pomoci funkce wxplo2dt () resp. plot2d ()
s vysledkem prezentovanym na obrazku 4.

Dale definujeme funkce pro vypocet koeficientl pro pfislusné fady sint a kosini. Pro
odliseni od ptvodnich Fourierovych koeficientti jsou oznaceny jako bn resp ap.

define(bn(n), (1/h)*sum(integrate (useky[j]*sin(n*xx%pi/ (h*2)),x,
seznam[j] [1],seznam[j+1][1]),j,1,delka-1));

ap0: (1/h) *sum(integrate (useky[j] ,x,seznam[j] [1],

seznam[j+1] [1]),j,1,delka-1);

define(ap(n), (1/h)*sum(integrate (useky[j]*cos (n*xxpi/ (h*2)) ,x,
seznam[j] [1],seznam[j+1][1]),j,1,delka-1));

Po jejich vypoctu jiz efinujeme funkce pro fady sinii a kosinl ve tvaru:

radasinu(nmax) : =sum(bn(m) *sin (m*%pi*x/(h*2)) ,m,1,nmax) ;
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Obr. 5: Rada sinii pro vzorek dle obrazku 3. Obr. 6: Rada sinti pro vzorek dle obrazku 3.

radakosinu(nmax) :=ap0/2+sum(ap (m) *cos (m*pi*x/(h*2)) ,m,1,nmax) ;

Vysledky pak vidime na obrazcich 5 a 6.
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